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Die Ergebnisse der Auswertung des SOT bei GeodiKon

An den Testungen nahmen 903 SchiilerInnen in 46 Testklassen teil. Von diesen 903 SchiilerInnen waren 786 bei beiden
Tests anwesend. Es gab keine Hinweise auf systematische Ausfille, wodurch auf Fallebene MCAR (missing completely
at random) angenommen wurde. Von den 786 bei beiden Tests anwesenden SchiilerInnen gaben 771 auswertbare Test-
bdgen ab. Diese 771 SchiilerInnen (413 ménnliche und 358 weibliche) bildeten die Basis der Datenanalysen im Rahmen
von GeodiKon. In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Auswertungen des SOT bei GeodiKon kompakt zusam-
mengefasst und dargestellt (Durchschnittliche Abweichung, Richtungsanzeigefehler und Positionswechselwinkel und
Gendersensitive Hinweise). Im darauffolgenden Kapitel wird die Limitiertheit der Aussagekraft der Ergebnisse des
SOT erdrtert und daher anschlieBend ein Vorschlag fiir die differenzierte Auswertungsmethode DIAM entwickelt.

Durchschnittliche Abweichung

Die durchschnittliche Abweichung der Schiilerlnnen vom korrekten Ergebniswinkel lag bei den Pretests bei 59.04°
(Svecnik, 2013) und bei den beim Posttest 50,64° (Svecnik, 2014). Damit war dieser beim Pretest und Posttest nahezu
doppelt so grofl wie bei Tests bei 17- und 18-jahrigen Schiilerlnnen, wo die durchschnittliche Ungenauigkeit bei den
Pretests bei 30° lag und bei den Posttests bei 27° (Diinser, 2005). Ein derart gro3er Unterschied bei den Testergebnissen
lasst sich bei den anderen drei durchgefiihrten Tests (3DW-Test, DAT und MRT) im Vergleich der beiden Altersgrup-
pen nicht machen. Dies konnte einen Hinweis darauf geben, dass der Faktor rdumliche Orientierung sich hinsichtlich
des Lebensalters spiter entwickelt als die weiteren Faktoren der Raumintelligenz.

Richtungsanzeigefehler und Positionswechselwinkel

Bei den Analysen der Daten des Forschungsprojekts wurde untersucht, ob es einen Zusammenhang zwischen dem Win-
kel gibt, um welchen sich die Probanden von der aktuellen Position aus mental in die Ausgangsposition der jeweiligen
Aufgaben drehen miissen (Positionswechselwinkel) und der Abweichung vom korrekten Ergebnis der entsprechenden
Aufgabe (Richtungsanzeigefehler).

In Abbildung 6 wird eine mogliche Aufgabe des SOT dargestellt und der entsprechende Positionswechselwinkel visua-
lisiert, welche mit den Worten ,,Stellen Sie sich vor, Sie stehen beim Stoppschild und blicken zur Katze ....* beginnen
wiirde: Die/Der BetrachterIn miisste sich mental um 145° nach rechts drehen, um in die Ausgangsposition fiir das ent-
sprechende Beispiel zu kommen, der Positionswechselwinkel ist in diesem Fall demnach 145°.

Abb. 6: Positionswechselwinkel: Winkel, um den sich die BetrachterInnen mental zur Ausgangsposition der jeweiligen Aufgabe drehen miissen.
Hier: Die Standposition ist beim Stoppschild mit Blickrichtung zur Katze.

Bei der Untersuchung des Zusammenhangs zwischen Positionswechselwinkel und dem durchschnittlichen Winkel-
Fehler, welchen die ProbandInnen beim Losen der jeweiligen Aufgabe machen (Richtungsanzeigefehler), zeigt sich ein
deutlicher Zusammenhang (Abbildung 7). Der Richtungsanzeigefehler ist umso grofler, je groBer der Positionswech-
selwinkel der Aufgabe ist.
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Abbildung 7 stellt zudem deutlich dar, dass im SOT lediglich Aufgaben beinhaltet sind, welche einen Positionswech-
selwinkel von mindestens 90° bis maximal 180° erfordern. Kozhevnikov & Hegarty (2001) zeigen auf, dass ProbandIn-
nen erst ab einem Positionswechselwinkel von mindestens 90° sich tendenziell selbst in die Szene versetzen und damit
die Strategie ,,BetrachterIn bewegt sich bzw. ,,move self* (Barratt, 1953) verwenden, welche ein Indikator fiir einen
Test ist, der den Faktor R&umliche Orientierung der Raumintelligenz misst. Bei einem Positionswechselwinkel unter
90° verwenden die Testpersonen iiberwiegend die Strategie ,,Objekte werden bewegt™ bzw. ,,move object™ (Barratt,
1953) und damit eine Strategie, die nicht den Faktor Raumliche Orientierung anspricht.
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Abb. 7: Darstellung der Anhéngigkeit des Richtungsanzeigefehlers vom Positionswechselwinkel

Gendersensitive Hinweise

Die mittlere (balancierte) Reduzierung des Abweichungswinkels von der Pre- zur Posttestung der ProbandInnen betrigt
hochsignifikante 8,40° (F1, 4499=80,56; p<0,001). Die Abweichung vom korrekten Winkel ist bei Schiilern beim Pretest
um 14.4° und beim Posttest um 13,5° geringer als bei Schiilerinnen. Dies zeigt, dass der Geschlechtsunterschied nahezu
gleich bleibt und dass kein statistisch signifikanter Treatmenteffekt (Fi; 757=0,28; p=0,597), der Hinweise auf unter-
schiedliche Entwicklungen der Médchen und Burschen geben wiirde, bemerkbar ist.

Beim Betrachten samtlicher Ergebnisse der durchgefiihrten Raumvorstellungstests (Pre- und Posttest) hinsichtlich der
beiden Geschlechter in jenen Testgruppen, die mit den Lernmaterialien gearbeitet haben, wird deutlich erkennbar, dass
Maidchen und Burschen unterschiedliche grundsétzliche Stiarken hinsichtlich des Raumvorstellungsvermdgens haben.
Burschen weisen in den drei Bereichen Visualisierung/raumliche Veranschaulichung, mentale Rotation und rdumliche
Orientierung groflere grundsitzliche Starken auf. Der Bereich raumliche Beziehungen ist geschlechterneutral, d.h. Bur-
schen und Médchen arbeiten in diesem Bereich gleich erfolgreich. Die Detailauswertungen hinsichtlich der beiden Ge-
schlechter in jenen Testgruppen, die mit den Lernmaterialien gearbeitet haben, zeigen zudem auf, dass Madchen und
Burschen unterschiedliches Steigerungspotential hinsichtlich des Raumvorstellungsvermdgens haben. Madchen steigern
sich wesentlich mehr als Burschen, wenn es um Visualisierung/raumliche Veranschaulichung geht, ebenso im Bereich
der rdumlichen Beziehungen. Auch bei der mentalen Rotation zeigt sich der gleiche Trend: Maddchen weisen eine grofe-
re Leistungsverbesserung auf als Burschen. Im Bereich raumliche Orientierung steigern sich hingegen Burschen deut-
lich mehr als Maddchen (Maresch et al., 2015).

Die Problematik bei der Auswertung des SOT

Die deutlich groBeren durchschnittlichen Abweichungen vom korrekten Ergebniswinkel der ProbandInnen bei Geo-
diKon (12-14 Jahre; durchschnittliche Abweichung: Pretest 59.04° und Posttest 50,64°) gegeniiber den Ergebnissen von
Diinser (2005) bei der Testung an 17- und 18-jahrigen SchiilerInnen (durchschnittliche Abweichung: Pretest 30° und
Posttest 27°) waren der Ausloser fliir den Wunsch, die Daten des SOT eingehender zu untersuchen. Hierbei tritt eine
Problemstelle bei der Auswertung des SOT augenscheinlich zu Tage. Die spezielle Auswertungsmethode (Summieren
der absoluten Fehlerwinkel aller Beispiele und Ermitteln des arithmetischen Mittels daraus als Ergebnis) des SOT be-
dingt, dass keine differenzierten Aussagen iiber das Abschneiden der ProbandInnen bei den einzelnen Beispielen gege-
ben werden kann. Zum einen ist es nicht moglich festzustellen, bei wie vielen Aufgaben ein/e TestteilnehmerIn sehr
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»knapp“ am richtigen Losungswinkel war bzw. bei wie vielen Beispielen die Abweichung vom korrekten Losungswin-
kel erheblich (z.B. groBer als 90°) war. Zum anderen kann das Abweichen von der richtigen Losung bei lediglich einer
Aufgabe um einen Winkel, der nahe am maximalen Fehlerwinkel von 180° liegt, das Gesamtergebnis (durchschnittli-
cher Fehlerwinkel) erheblich beeinflussen. Es kann bei einem Ergebnis von beispielsweise durchschnittlich 15° Abwei-
chung vom Fehlerwinkel nicht festgestellt werden, ob ein/e ProbandIn moglicherweise bei lediglich einem der insge-
samt 12 Beispiele des SOT eine Abweichung vom Losungswinkel um 180° hatte und bei den restlichen 11 Beispielen
den Losungswinkel exakt angegeben hat, ob die ProbandIn eventuell bei 6 Aufgaben einen Fehlerwinkel von 30 Grad
hatte und die weiteren 6 Aufgaben korrekt geldst hat oder ob die gleiche Probandln bei allen 12 Aufgaben einen Feh-
lerwinkel von jeweils 15 Grad hatte usw.. Jedes der erwdhnten Ergebnisse der Auswertungen wiirde deutlich andersarti-
ge Qualititen der Fahigkeit zur Rdumlichen Orientierung der/des TestteilnehmerIn ergeben.

Dies bedeutet, dass bei der alleinigen Angabe der durchschnittlichen Abweichung vom Loésungswinkel als Ergebnis
beim SOT iiber die differenzierte Qualitit des Losungsverhaltens von Probanlnnen und in weiterer Folge iiber die Fa-
higkeit zur Rdumlichen Orientierung nur sehr bedingt Aussagen gemacht werden konnen. In kommenden Kapitel wird
eine Auswertungsmethode des SOT vorgestellt, die es fiir die Datenanalytikerlnnen (zu Forschungszwecken) und die
Testpersonen (als Riickmeldung) ermoglichen soll, differenzierte Hinweise iiber das Losungsverhalten und damit iiber
die Auspragung des Bereiches Raumliche Orientierung des Raumvorstellungsvermégens machen zu kdnnen.

Uberlegungen auf dem Weg zur differenzierten Auswertungsmethode DIAM des SOT

Als erster Schritt fiir den Versuch das Losungsverhalten der 903 ProbandInnen bei GeodiKon beim SOT visuell diffe-
renziert nachvollziehen zu kdnnen, wurde von jeder der 12 Aufgaben eine Darstellung sdmtlicher Fehlerwinkel in ei-
nem Punktwolkendiagramm angefertigt (als Beispiel siche dazu Abbildung 8).

SOT Aufgabe 6
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Abb. 8: Punkwolkendiagramm der Aufgabe 6 des SOT der 903 ProbandInnen von GeodiKon (horizontale Achse: Nummer der/des ProbandlIn; verti-
kale Achse: Angabe des Winkels in Grad der jeweiligen Probandin/de jeweiligen Probanden)

Der Blick auf Abbildung 8 zeigt deutlich, dass insgesamt vier Bereiche visuell erkennbar werden, wo sich die Winkel-
angaben der ProbandInnen hiufen. Bei der Aufgabe 6 des SOT liegt der Losungswinkel bei 235°. Folgende vier Hau-
fungsbereiche konnen visuell identifiziert werden:

1. Quadrant, in dem die richtige Losung liegt. Bei Aufgabe 6 demnach zwischen 180° und 270°.

2. Quadrant, der vom Lodsungsquadranten durch eine links bzw. rechts Spiegelung iiber den vertikalen
Kreisdurchmesser hervorgeht. Bei Aufgabe 6 demnach zwischen 90° und 180°.

3. Quadrant, der durch eine Spieglung nach vorne bzw. hinten iber den horizontalen Kreisdurchmesser
hervorgeht. Bei Aufgabe 6 demnach zwischen 270° und 360°.

4. Quadrant, der durch eine Punktspiegelung am Kreismittelpunkt hervorgeht bzw. der um 180° um den
Kreismittelpunkt gedrehte Quadrant. Bei Aufgabe 6 demnach zwischen 0° und 90°.
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Abbildung 9 stellt die vier moglichen Losungsquadranten am Beispiel der Aufgabe 6 des SOT farblich differenziert dar.
Der griine Quadrant entspricht dabei demjenigen Quadranten, in dem der korrekte Losungswinkel liegt. Der gelbe
Quadrant symbolisiert jenen Quadranten, der durch links bzw. rechts Spiegelung iiber den vertikalen Kreisdurchmesser
hervorgeht. Orange ist jener Quadrant gefarbt indem die Losung liegt, die durch eine Spieglung nach vorne bzw. hinten
iiber den horizontalen Kreisdurchmesser hervorgeht und schlieBlich ist rot jener Quadrant farblich markiert, der sich
durch eine Spiegelung iiber den Kreismittelpunkt ergibt.

180°

Abb. 9: Losung der Aufgabe 6 des SOT und farbliche Markierung der moglichen vier Lésungsquadranten

Zur Veranschaulichung der vier von den Probanlnnen gewéhlten Bereiche werden die jeweiligen Quadranten in Abbil-
dung 10 in den entsprechenden Farben optisch hervorgehoben.
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Abb. 10: Punkwolkendiagramm der Aufgabe 6 des SOT der 903 ProbandInnen von GeodiKon mit farblicher Kennzeichnung der vier unterschiedli-
chen Quadranten (horizontale Achse: Nummer der/des ProbandlIn; vertikale Achse: Angabe des Winkels in Grad der jeweiligen Probandin/de jeweili-
gen Probanden)
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Die Analyse sédmtlicher 12 Aufgaben des SOT ergibt, dass bei den Aufgaben 1, 2, 4, 5, 6, 7, 10, 11 und 12 ein visuell
vergleichbares Losungsverhalten wie bei der oben visualisierten Aufgabe 6 zu beobachten ist. Bei den Aufgaben 3, 8
und 9 sind nicht wie bei obigen Aufgaben vier, sondern nur zwei Bereiche zu identifizieren (Abbildung 11), in denen
die Losungen der ProbandInnen hauptséchlich angesiedelt sind.

SOT3 Aufgabe 3

0 200 400 600 800 1000

Abb. 11: Punkwolkendiagramm der Aufgabe 3 des SOT der 903 ProbandInnen von GeodiKon mit farblicher Kennzeichnung der vier unterschiedli-
chen Quadranten (horizontale Achse: Nummer der/des Probandln; vertikale Achse: Angabe des Winkels in Grad der jeweiligen Probandin/de jeweili-
gen Probanden)

Beim Betrachten der Losungswinkel fiir saimtliche 12 Aufgaben des SOT wird die Erklérung fiir diesen Umstand ein-
sichtig.

Tab. 1: Die Losungswinkel der 12 Aufgaben des SOT

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Losungswinkel 123° | 237° | 83° | 156° | 319° | 235° | 333° | 260° | 280° | 48° 26° | 151°

Die Losungswinkel der Aufgaben 3, 8 und 9 weichen um max. 10° von einer der Quadrantengrenzen bei 0°, 90°, 180°
und 270° ab. Daher ist es aus dem Punktwolkendiagramm nicht mehr erkennbar, ob der Fehlerwinkel einer Testperson
daher riihrt, ob die Losung im richtigen Quadranten verortet wurde und die Abweichung vom richtigen Winkel lediglich
auf die Ungenauigkeit der Schéitzung des Losungswinkels zurlickzufiithren ist oder ob die Probandin/der Proband den
Losungswinkel in einem inkorrekten Quadranten angepeilt hat. Bei Aufgabe 3 kann bei einer Winkelangabe von bei-
spielsweise 96° nicht erkannt werden, ob dieser Fehler daher riihrt, dass ungenau angepeilt wurde ober ob die Losung
aufgrund einer vorne/hinten Spiegelung entstanden ist.

Die neun Beispiele 1, 2, 4, 5, 6, 7, 10, 11 und 12, deren Losungswinkel mindestens 26° von einer Quadrantengrenze
abweichen, wurden bei den Auswertungen der Daten von GeodiKon hinsichtlich der Angabe der Losungswinkel in den
vier moglichen Quadranten analysiert. Die Beispiele 3, 8 und 9 wurden analysiert, ob die TestteilnehmerInnen im rich-
ten Halbkreis (zwischen 0° und 180° oder zwischen 180° und 360°) oder im jeweils gegeniiberliegenden Halbkreis den
Losungswinkel angegeben haben.

Tab. 2: Verteilung der Testpersonen auf die vier Quadranten (Pretest und Posttest) bei den 9 Quadranten-Aufgaben des SOT

Pretest: Aufgabe 1 2 4 5 6 7 10 11 12

Richtiger Quadrant (rQ) 352 469 437 432 402 507 441 427 427

Links/rechts gespiegelter Quadrant (IrQ) 260 163 278 253 173 110 183 213 78

Vorne/hinten gespiegelter Quadrant (vhQ) 64 137 50 73 73 124 56 29 140

Um 180° gedrehter Quadrant (IrvhQ) 146 51 49 65 150 57 38 34 28

Teilnehmende ProbandInnen 822 820 814 823 798 798 718 703 673
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Posttest: Aufgabe 1 2 4 5 6 7 10 11 12
Richtiger Quadrant 459 511 474 | 495 472 525 524 543 536
Links/rechts gespiegelter Quadrant 169 140 | 250 182 160 100 187 196 80
Vorne/hinten gespiegelter Quadrant 61 127 41 51 69 140 48 35 126
Um 180° gedrehter Quadrant 142 45 52 101 120 61 42 40 42
Teilnehmende ProbandInnen 831 823 817 829 821 826 801 814 784

Bei der grundlegenden Auswertung der Daten des SOT im Rahmen von GeodiKon (beschrieben in Kapitel 3) wurden
nur die Daten jener TestteilnehmerIlnnen ausgewertet, die Pretest und Posttest bearbeiteten und die jeweils bei beiden
Tests auswertbare Daten lieferten. Bei den in diesem Kapitel erorterten Detailauswertungen zum SOT wurden sé@mtliche
vorliegenden Testbdgen einbezogen. Beim Pretest waren das insgesamt 823 Testteilnehmerlnnen und beim Posttest
834. Die Anzahl der Testpersonen bei Pretest und Posttest pro Aufgabe kann Tabelle 2 entnommen werden.

Bei beiden Auswertungen (Grundauswertung von GeodiKon und Detailauswertung) wurden nur jene Daten ausgewer-
tet, die tatsidchlich von den ProbandInnen angegeben wurden. Kozhevnikov & Hegarty (2001) setzen fiir fehlende Werte
den Fehlererwartungswert von 90° ein, da dieser dem mittleren moglichen Fehlerwinkel, der zwischen 0° und 180°
liegen kann, entspricht. Der Vergleich der beiden Bewertungsmoglichkeiten fiihrt bei einer Analyse von Svecnik (2013)
zu nahezu identischen Ergebnissen (r=0.99). Daher wurden bei den vorliegenden Auswertungen nur jene Losungen
ausgewertet, die die Testteilnehmerlnnen eingetragen haben (und fehlende Werte flossen nicht in die Auswertung ein).
Beim Pretest wurden von den 823 Schiilerlnnen insgesamt 9314 Losungswinkel eingetragen. Durchschnittlich ent-
spricht das 11,32 Eintrdge bei insgesamt 12 Aufgaben pro SchiilerIn. Beim Posttest trugen die 834 TestteilnehmerInnen
insgesamt 9811 Winkel ein, welches durchschnittlich 11,76 eingetragenen Losungswinkeln entspricht. In Tabelle 2
kann jeweils in der letzten Zeile der beiden Teiltabellen entnommen werden, dass die ersten Beispiele von nahezu
gleich vielen Testpersonen bearbeitet wurden. Hingegen nimmt vor allem beim Pretest die Angabe von Losungswinkeln
bei den Aufgaben 10, 11 und 12 deutlich gegeniiber den Posttesteintragen ab.

Tab. 3: Verteilung der Testpersonen auf die vier Quadranten (Pretest und Posttest) bei den 3 Halbkreis-Aufgaben des SOT

Pretest: Aufgabe Posttest: Aufgabe
3 8 9 3 8 9
Richtiger Halbkreis (rH) 424 551 381 533 599 470
Gespiegelter Halbkreis (gH) 406 214 369 297 217 349
Teilnehmende ProbandInnen 830 765 750 830 816 819

Die Auswertungen der Aufgaben 3, 8 und 9 konnen der Tabelle 3 entnommen werden. Wieder ist zu erkennen, dass
beim Pretest bei den Aufgaben 8 und 9 deutlich weniger Losungsangaben von den Testteilnehmerlnnen gemacht wur-
den als beim Posttest. Bei Aufgabe 3 sind es exakt gleich viele ProbandInnen bei Pre- und Posttest.

Um die Leistungssteigerung der Schiilerlnnen bei GeodiKon zwischen Pre- und Posttest sichtbar zu machen, werden
neben den absoluten Zahlen (Tabelle 2 und 3) diejenigen Prozentsitze festgehalten, die angeben, wie viele Prozent aller
TestteilnehmerInnen ihren Losungswinkel in welchem Quadranten bzw. in welchem Halbkreis (Tabelle 4) angegeben
haben.

Tab. 4: Prozentuale Verteilung der Testpersonen auf die vier Quadranten (Pretest und Posttest) bei den 9 Quadranten-Aufgaben des SOT (Die Anga-
be samtlicher Werte erfolgt in Prozent)

Pretest: Aufgabe 1 2 4 5 6 7 10 11 12

Richtiger Quadrant 42,82 | 57,20 | 53,69 | 52,49 | 50,38 | 63,53 | 61,42 | 60,47 | 63,45

Links/rechts gespiegelter Quadrant 31,63 | 19,88 | 34,15 | 30,74 | 21,68 | 13,78 | 25,49 | 30,30 | 11,59

Vorne/hinten gespiegelter Quadrant | 7,79 16,71 6,14 8,87 9,15 15,54 7,80 4,13 20,80

Um 180° gedrehter Quadrant 17,76 6,22 6,02 7,90 18,80 | 7,14 5,29 4,84 4,16
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Posttest: Aufgabe 1 2 4 5 6 7 10 11 12

Richtiger Quadrant 55,23 | 62,09 | 58,02 | 59,71 | 57,49 | 63,56 | 65,42 | 66,71 | 68,37

Links/rechts gespiegelter Quadrant 20,34 | 17,01 | 30,60 | 21,95 | 19,49 | 12,11 | 23,35 | 24,08 | 10,20

Vorne/hinten gespiegelter Quadrant | 7,34 15,43 5,02 6,15 8,40 16,95 5,99 4,30 16,07

Um 180° gedrehter Quadrant 17,09 | 5,47 6,36 | 12,18 | 14,62 | 7,38 5,24 4,91 5,36
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600 30,00
500 25,00

400 20,00
300 15,00
200 10,00
100 5,00
0 0,00
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Abb. 12: Angaben im richtigen Quadranten/Halbkreis der ProbandInnen in absoluten Zahlen und Steigerung in Prozent

Die Angaben im richtigen Quadranten sind ausnahmslose bei jedem der 12 Aufgaben von Pretest hin zum Posttest ge-
stiegen. Die Steigerungen bei den absoluten Zahlen der TeilnehmerInnen gemessen liegen zwischen 3,55% (bei Aufga-
be 7; von 507 auf 525) und 30,40% (bei Aufgabe 1; von 352 auf 459).

Tab. 5: Prozentuale Verteilung der Testpersonen auf die vier Quadranten (Pretest und Posttest) bei den 3 Halbkreis-Aufgaben des SOT (Die Angabe
samtlicher Werte erfolgt in Prozent)

Pretest: Aufgabe Posttest: Aufgabe
3 8 9 3 8 9
Richtiger Halbkreis (rH) 51,08 | 72,03 | 50,80 | 64,22 73,41 57,39
Gespiegelter Halbkreis (gH) 48,92 | 27,97 | 49,20 35,78 26,59 42,61

Da die absoluten Zahlen der TestteilnehmerInnen bei Pretest und Posttest und selbst bei jeder einzelnen Aufgabe inner-
halb der beiden Testungen nicht ident sind, wird im Folgenden mit den Prozentsétzen argumentiert.

In welchem Mafe sich die Leistungen der SchiilerInnen vom Pretest hin zum Posttest verdandert haben, kann im Detail
(pro Beispiel) aus den Tabellen 5 entnommen werden. Die summative Auswertung der Prozentsitze der ProbandInnen
im jeweiligen Quadrant bzw. Halbkreis zeigt Tabelle 6.

Die summativen Prozentwerte zeigen, dass sich bei den 9 Quadrantenaufgaben der Anteil der ProbandInnen, die den

Losungswinkel im richtigen Quadranten eingetragen haben, um 5,65% erhoht hat. Diese Verbesserung kommt zum

GroBteil (4,46%) aus der Gruppe derjenigen Testteilnehmerlnnen, die beim Pretest die Losung im links/rechts gespie-

gelten Quadranten eingezeichnet haben und nur zu einem kleinen Teil (1,25%) aus der Gruppe derjenigen, die beim

Pretest den Losungswinkel im vorne/hinten gespiegelten Quadranten verortet haben. Die Gruppe derjenigen SchiilerIn-
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nen, die ihre Losung im um 180° gedrehten Quadranten eingezeichnet haben, bleibt bei den beiden Tests konstant. Bei
den drei Halbkreisaufgaben verbessert sich die Losungshaltung ebenfalls deutlich von 57,97% auf 65,00%. Bei den
Pretests trugen um 15,94% mehr TestteilnehmerInnen die Losung im richtigen Halbkreis ein. Beim Posttest steigerte
sich dieser Prozentsatz auf exakt 30,00%.

Tab. 6: Prozentuale Verteilung der Testpersonen auf die vier moglichen Quadranten bei den 9 Quadranten-Aufgaben und auf die beiden moglichen
Halbkreise bei den 3 Halbkreis-Aufgaben. Die Angabe samtlicher Werte erfolgt in Prozent.

Pretest: 9 Quadranten-Aufgaben Pretest Posttest Differenz Posttest-Pretest
Richtiger Quadrant 56,19 61,84 5,65
Links/rechts gespiegelter Quadrant 24,36 19,90 -4,46
Vorne/hinten gespiegelter Quadrant 10,77 9,52 -1,25
Um 180° gedrehter Quadrant 8,68 8,74 0,06
Pretest: 3 Halbkreisaufgaben 3, 8, 9 Pretest Posttest Differenz Posttest-Pretest
Richtiger Halbkreis 57,97 65,00 7,03
Gespiegelter Halbkreis 42,03 35,00 -7,03

Im Rahmen der Detailauswertungen der Daten wurden noch folgende Aspekte untersucht:

- Gibt es einen Zusammenhang zwischen der Grofe des Losungswinkels und des Fehlerwinkels der
Testpersonen?

- Gibt es einen Zusammenhang zwischen dem Winkel, um dem sich die Probandlnnen mental zur
Ausgangsposition der Aufgaben drehen miissen (Positionswechselwinkel in Abbildung 6) und dem
Fehlerwinkel der ProbandInnen?

- Gibt es einen Zusammenhang zwischen der Summe der beiden Winkel Positionswechselwinkel +
Losungswinkel und dem Fehlerwinkel der Testpersonen?

- Gibt es eine Verbesserung der Qualitit der Losungen aller Losungswinkelangaben, die innerhalb des richtigen
Quadranten eingetragen wurden (vom Pretest hin zum Posttest)?

Bei samtlichen vier untersuchten Zusammenhéngen musste festgestellt werden, dass keine der vermuteten Abhangigkei-
ten tatsdchlich beobachtet werden konnte.

Eine differenzierte Auswertungsmethode (DIAM) und Riickmeldemethode

Ublicherweise wird beim SOT den TestteilenhmerInnen dasjenige WinkelmalR als Testergebnis riickgemeldet, welches
sich ergibt, wenn samtliche Abweichungen von der richtigen Losung bei allen 12 Aufgaben summiert und anschlieend
durch 12 dividiert werden. Es wird demnach die durchschnittliche Abweichung vom richtigen Losungswinkel ermittelt
und als ein einziger Wert als Ergebnis des SOT festgehalten. Bereits in Kapitel 4 und im darauffolgenden Kapitel 5
wird erdrtert, dass beim SOT vorrangig bei den ProbandInnen die Herausforderung besteht, den Losungswinkel im
richtigen Quadranten bzw. Halbkreis zu verorten und erst danach die Genauigkeit der Peilung relevant ist. Bei der Be-
arbeitung der Aufgaben werden potentiell drei grundlegende Fehler bei den Uberlegungen fiir die Verortung des L&-
sungswinkels im richtigen Quadranten von Testpersonen gemacht:

1.) Links/rechts-Fehler

2.) Vorne/hinten-Fehler

3.) Links/rechts- und vorne/hinten-Fehler
Es wird dabei der Losungswinkel entweder im horizontal (bei Fehler Nr. 1), im vertikal (bei Fehler Nr. 2.) oder im
horizontal und vertikal (bei Fehler Nr. 3) gespiegelten Quadranten angegeben (Kozhevnikov & Hegarty, 2001). Dies

erklért die insgesamt vier Haufungsbereiche der Losungswinkel aus den beiden Abbildungen 8 und 10. Das Bearbeiten
der Aufgaben des SOT ist fiir die Testpersonen somit ein zweistufiger Prozess:

1.) Verorten des Losungswinkels im richtigen Quadranten (bei den neun Quadrantenaufgaben) bzw. Halbkreis
(bei den drei Halbkreisaufgaben) und
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2.) Eintragen des moglichst exakt passenden Losungswinkels.

Diese zweistufigen Uberlegungen bilden die Grundlage fiir die nachstehend differenzierte Auswertung und Riickmel-
dung der Leistung beim SOT an Testpersonen.

Im ersten Schritt wird in Tabelle 7 erfasst, in welchem Quadranten die TestteilnehmerIn beim Pretest und Posttest die
L&sung verortet hat. Wenn die Losung im richtigen Quadranten verortet wurde, werden die konkreten Abweichungen
(in Grad) von der richtigen Losung angegeben. Falls die Testperson einen links/rechts-, vorne/hinten- oder links/rechts
und vorne/hinten-Fehler in der ersten Phase der Losungsfindung gemacht hat, dann wurde in der Tabelle 7 die Abwei-
chungen von den entsprechend gespiegelten Losungen eingetragen. Z.B. lautet der richtige Lésungswinkel bei Aufgabe
SOT6 235°. Der Proband hat einen Irvh-Fehler gemacht und den Winkel von 30° eingetragen. Der diesem Fehler ent-
sprechende Losungswinkel ist 235° — 180° = 55°. Somit hat der Proband bei dieser Aufgabe eine Abweichung von 55°
—30° =25°in Tabelle 7 vermerkt bekommen. Da diese Abweichung nicht vom korrekten Losungswinkel berechnet
wurde, ist beim Fehlerwinkel ein ,,** markiert, um diesen Umstand visuell sichtbar zu machen. Dabei wird farblich
folgende Codierung verwendet: griiner Hintergrund fiir das Verorten im richtigen Quadranten (rQ), gelb fiir das Veror-
ten in demjenigen Quadranten, der durch einen links/rechts-Fehler gewahlt wurde (IrQ), orange fiir das Verorten in
demjenigen Quadranten, der durch einen vorne/hinten-Fehler gewidhlt wurde (vhQ) und schlielich braun fiir das Veror-
ten in demjenigen Quadranten, der durch einen links/rechts und vorne/hinten-Fehler gewéhlt wurde (IrvhQ).

Tab. 7: Differenzierte Auswertungsiibersicht der 12 Aufgaben des SOT. Die Angabe sdmtlicher Werte (aufler denjenigen in der letzten Spalte)

erfolgt in Grad.
Richti Mein Meine Abwei- Durchschnittliche Losungswahr-
Aufgabe Lgsu I;ge Test Wz ot Quadrant | chung vonder | scheinlichkeiten aller ProbandInnen
& richtigen Losung (rQ, lireQ, vohiQ, vohilireQ)
SOT1 123 Pre 115 rQ 8 42,82%, 31,63%, 7,79%, 17,76%
Post 130 rQ 7 55,23%, 20,34%, 7,34%, 17,09%
SOT2 237 Pre 270 rQ 33 57,20%, 19,88%, 16,71%, 6,22%
Post 180 rQ 57 62,09%, 17,01%, 15,43%, 5,47%
SOT3 23 Pre 112 rH 29 51,08%, 48,92%
Post 93 rH 10 64,22%, 35,78%
SOT4 156 Pre 180 rQ 24 53,69%, 34,15%, 6,14%, 6,02%
Post 134 rQ 22 58,02%, 30,60%, 5,02%, 6,36%
SOTS 319 Pre 278 rQ 41 52,49%, 30,74%, 8,87%, 7,90%
Post 271 rQ 48 59,71%, 21,95%, 6,15%, 12,18%
SOT6 ’35 Pre 30 50,38%, 21,68%, 9,15%, 18,80%
Post 335 vhQ 30* 57,49%, 19,49%, 8,40%, 14,62%
SOT7 113 Pre 135 63,53%, 13,78%, 15,54%, 7,14%
Post 223 vhQ 16* 63,56%, 12,11%, 16,95%, 7,38%
SOTS 260 Pre 270 rH 10 72,03%, 27,97%
Post 219 rH 41 73,41%, 26,59%
SOT9 720 Pre 134 vhQ 34* 50,80%, 49,20%
Post 135 vhQ 35* 57,39%, 42,61%
SOT10 43 Pre 40 rQ 8 61,42%, 25,49%, 7,80%, 5,29%
Post 46 rQ 2 65,42%, 23,35%, 5,99%, 5,24%
SOT11 2% Pre 329 IrQ 5* 60,47%, 30,30%, 4,13%, 4,84%
Post 39 rQ 13 66,71%, 24,08%, 4,30%, 4,91%
SOT12 151 Pre 52 vhQ 23* 63,45%, 11,59%, 20,80%, 4,16%
Post 131 rQ 20 68,37%, 10,20%, 16,07%, 5,36%
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In der Spalte ,,Meine Abweichung von der richtigen Losung* sind die entsprechenden Werte des Pretests und des Post-
tests ausgewiesen, wodurch eine mogliche Veridnderung (Verbesserung oder Verschlechterung) in der Genauigkeit der
Peilung durch die Testperson abgelesen werden kann.

Die letzte Spalte weist fiir die ProbandInnen einen ,,fairen Vergleich® in dem Sinne aus, dass fiir jeden mdglichen Lo-
sungsquadranten und Lésungshalbkreis ausgewiesen wird, wie viele Testpersonen prozentuell im jeweiligen Quadran-
ten/Halbkreis ihre Losung eingetragen haben.

Der zweite Teil der Riickmeldung an Testpersonen fasst Tabelle 8 die Leistungsverdnderung kompakt zusammen. Die
Anzahl der Angaben einer Testperson der Losungen in den vier mdglichen Quadranten und den beiden moglichen
Halbkreisen wird fiir den Pretest und den Posttest getrennt ausgewiesen. Es sei bemerkt, dass ein/e Lernende/r umso
besser ist, je hoher der Wert in der ersten Zeile (Richtiger Q (rQ)/rH)) ist und je geringer die Werte in den {ibrigen drei
Zeilen sind.

Der Vollstandigkeit halber sei angegeben, dass die reale Testperson, deren Werte in Tabelle 7 und 8 als Beispiel fiir die
differenzierte Auswertungs- und Riickmeldemethode verwendet wurde, bei der ,klassischen* Auswertung des SOT
beim Pretest einen Fehlerwinkel von 64,33° und beim Posttest eine Abweichung vom korrekten Losungswinkel von
53,28° hatte.

Tab. 8: Kompakte Zusammenfassung der Leistungen einer Testperson beim SOT

Anzahl = Anzahl

. . . . 0
Wo habe ich meinen Losungswinkel angegeben? Protest | Postiest

Richtiger Q (rQ)/rH) 7 9
Links/rechts gespiegelter Q (IrQ)/gH) 1 0
Vorne/hinten gespiegelter Q (vhQ) 2 3

Um 180° gedrehter Q (IrvhQ)
Quadranten-/Halbkreisspriinge

N

Verbesserungen

Verschlechterungen 0

Das Berechnen und schlielich Vergleichen der in Tabelle 7 ausgewiesenen Fehlerwinkel mit der ,klassischen® Aus-
wertungsmethode ist nicht passend, da bei der in diesem Beitrag entworfenen differenzierten Auswertungsmethode der
Fehlerwinkel bei den neun Quadrantenbeispielen maximal 64° und bei den drei Halbkreisbeispielen maximal 100° be-
tragen kann, wohingegen bei der ,klassischen* Auswertungsmethode dieser Winkel zwischen 0° und 180° liegen kann.

Relativierung

Bei den Auswertungen und Analysen der Daten von GeodiKon und speziell des SOT wurde unter anderem untersucht,
ob es einen Zusammenhang zwischen der Grof3e des korrekten Losungswinkels und des Fehlerwinkels von Testperso-
nen gibt. Abbildung 13 stellt das Ergebnis dieser Analyse visualisiert dar. Die graphische Darstellung zeigt, dass der
Fehlerwinkel der Testpersonen bei Losungswinkeln nahe 0° (Blick nach vorne) und 180° (Blick nach hinten) deutlich
geringer ist als bei Losungswinkeln, die nahe 90° (Blick nach rechts) und 270° (Blick nach links) sind.

Die graphische Darstellung ldsst auf die Vermutung schlielen, dass Individuen deutlich besser Objekte anpeilen kon-
nen, die vor oder hinter uns liegen und dass es Individuen hingegen deutlich schwerer fillt, Objekte, die nahezu links
bzw. rechts von uns liegen, genau anzupeilen.

Diese Hinweise wurden von Kozhevnikov & Hegarty (2001) erstmals publiziert und von Maresch (2014c¢) entsprechend
bestitigt.
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Abb. 13: Angaben im richtigen Quadranten/Halbkreis der ProbandInnen in absoluten Zahlen und Steigerung in Prozent

Im Lichte der differenzierten Auswertungsmethode betrachtet, miissen diese Hinweise relativiert werden und kénnen
nicht langer als Thesen gehalten werden. Zumindest zwei Argumente sprechen fiir diese Relativierung:

1.) Wie Tabelle 6 zu entnehmen ist, verorten nur ca. 56% - 65% der Testpersonen den Losungswinkel im richtigen
Quadranten. Nur von diesen ProbandInnen kann tatsdchlich — wie oben erdrtert — der Fehlerwinkel fiir die
Berechnung des moglichen Zusammenhangs herangezogen werden. Umgekehrt betrachtet flieBen demnach
von 35% - 44% der SchiilerInnen Fehlerwinkel in die Abbildung 13 ein, die durch eine inkorrekte
grundsétzliche Verortung der Losung (im falschen Quadranten bzw. Halbkreis) herriihren.

2.) Zwischen 35% und 42,03% der ProbandInnen (Tabelle 6) verorten den Losungswinkel im gespiegelten
Halbkreis. Gerade bei denjenigen Aufgaben, wo der Losungswinkel nahezu nach links bzw. rechts weist — also
speziell bei den Aufgaben 3, 8 und 9 (den sogenannten Halbkreisaufgaben) — wirkt sich der grundsétzliche
Verortungsfehler des Losungswinkels im gespiegelten Halbkreis zahlenméBig besonders hoch aus, da jeder
Spieglungsfehler nahezu 180° Fehlerwinkel bewirkt. Daher ist es offensichtlich, dass speziell bei den
Aufgaben 3, 8 und 9 (mit den korrekten Losungswinkeln 83°, 260° und 280°) sich derart hohe

durchschnittliche Fehlerwinkel ergeben.
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Abb. 14: Zwei Aufgaben (8 und 11) des SOT zur Veranschaulichung der unterschiedlichen Wirkweisen von Spiegelfehler
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Abbildung 14 zeigt an zwei Beispielen, dass sich Spiegelfehler, die von einer grundsétzlichen Fehlverortung des Lo-
sungswinkels im falschen Quadranten herriihren, deutlich unterschiedlich auf die Hohe des Fehlerwinkels auswirken
konnen. Bei Aufgabe 11 des SOT betrdgt der Losungswinkel 26°. Ein links/rechts-Spiegelfehler wiirde daher einen
Abweichungswinkel von der richtigen Losung von ca. 52° bedeuten, wohingegen bei Aufgabe 8 des SOT mit dem Lo-
sungswinkel 260° sich ein links/rechts-Spiegelfehler mit ca. 160° auswirken wiirde.

Die Betrachtungen in diesem Kapitel verdeutlichen nochmals die Inaddquatheit des einfachen Summierens der Fehler-
winkel der Testpersonen bei der Auswertung des SOT. Die differenzierte zweistufige Analyse des SOT, die in diesem
Beitrag vorgestellt wird, konnte Problemstellen entschérfen und aussagekriftigere Ergebnisse liefern.

Zusammenfassung

Die im Rahmen von GeodiKon beim Pretest und Posttest (2013 und 2014) an insgesamt 903 SchiilerInnen im Alter
zwischen 12 und 14 Jahren erhobenen Daten ermdglichen eine Vielzahl von Analysen und daran anschlieBend das For-
mulieren von Hinweisen iiber die Entwicklung und Forderung der Raumintelligenz bei Jugendlichen. Es wurden Zu-
sammenhinge des Raumvorstellungsvermodgens mit der Computernutzung von Jugendlichen, den Freizeitaktivititen der
SchiilerInnen, dem Lerntyp, dem Geschlecht, dem Schultyp uvm untersucht (Maresch 2015a, 2015b, 2015c). Neben
anderen Fragebogen wurden bei den Pre- und Posttests die vier Raumvorstellungstests 3DW-Test (3-dimensonaler
Wiirfeltest), DAT (Differential Aptitude Test), MRT (Mental Rotation Test) und SOT (Spatial Orientation Test) ver-
wendet.

Die ,,klassische® Auswertung der Daten des SOT ergab, dass die durchschnittliche Abweichung der 12- bis 14-jahrigen
SchiilerInnen vom korrekten Ergebnis (Richtungsanzeigefehler) bei den Pretests beim SOT bei 59.04°, bei den Posttests
50,64° lag. Der durchschnittliche Richtungsanzeigefehler war damit bei den Pretests und Posttests nahezu doppelt so
grof} als beim gleichen Test mit 17-jdhrigen Schiilerlnnen (Diinser, 2005). Da kein vergleichbar grofler Unterschied bei
den Testergebnissen der anderen drei durchgefiihrten Tests (3DW-Test, DAT und MRT) erkennbar ist, wird die Vermu-
tung formuliert, dass der Faktor rdumliche Orientierung sich hinsichtlich des Lebensalters spéter entwickelt als die
weiteren Faktoren der Raumintelligenz.

Ein Zusammenhang wurde zwischen der Grof3e des Positionswechselwinkels und der GroB3e des Richtungsanzeigefeh-
lers gefunden (Abbildung 7). Je groBer der Winkel ist, um den sich die BetrachterInnen mental zur Ausgangsposition
der jeweiligen Aufgabe drehen miissen (Positionswechselwinkel), umso groBer ist auch der Abweichung der Proban-
dInnen vom korrekten Winkel (Richtungsanzeigefehler).

Die Analyse der Daten des SOT erschien im Besondern als herausfordernd. Zum einen regten die deutlich groferen
Abweichungen vom korrekten Losungswinkel als bei vergleichbaren Forschungsprojekten (Diinser, 2005) zum vertief-
ten Analysieren an und zum anderen war es die geringe Aussagekraft des Ergebnisses der Auswertung des SOT pro
ProbandIn, ndmlich die Angabe des durchschnittlichen Fehlerwinkels fiir alle 12 Aufgaben des SOT, die zur Suche
nach einer differenzierten Auswertungsmethode (DIAM) und Riickmeldemdoglichkeit an Testpersonen anregte.

In diesem Beitrag wird eine zweistufige Auswertungsmoglichkeit der Daten des SOT entwickelt, die im ersten Schritt
analysiert, inwiefern Testpersonen den Losungswinkel im richtigen Quadranten bzw. richtigen Halbkreis verorten. Im
zweiten Schritt wird die konkrete Abweichung des Losungswinkels der ProbandInnen vom korrekten Losungswinkel
untersucht. Die zwei Stufen der differenzierten Auswertungsmethode DIAM sind entsprechend der Reihenfolge der
Uberlegungen der Testpersonen gereiht. Daraus ergibt sich auch der Umstand, dass der Fehlerwinkel (Abweichung vom
korrekten Losungswinkel) nur bei jenen Aufgaben angegeben wird, wo die Testperson die Losung im richtigen Quad-
ranten bzw. Halbkreis verortet hat. Tabelle 7 ermdglicht einen differenzierten Blick auf die Leistungen der jeweiligen
Testperson fiir jede einzelne der 12 Aufgaben des SOT, weist fiir jede Aufgabe aus, in welchem Quadranten/Halbkreis
die Testpersonen den Losungswinkel verortet hat, gibt im Falle des Setzens des Losungswinkels im richten Quadran-
ten/Halbkreis den Fehlerwinkel an und bietet in der letzten Spalte einen ,,fairen” Vergleich zu den Gesamtergebnissen
an. Die anschliefend die Ergebnisse kompakt zusammenfassende Tabelle 8 weist aus, in welchem Ausmal sich Pro-
bandInnen zwischen Pre- und Posttest gesteigert haben, indem die Anzahl der Verortungen der 12 Ldsungswinkel in
den unterschiedlichen Quadranten/Halbkreise angegeben wird und die Anzahl der Quadranten-/Halbkreisspriinge Pre-
test-Posttest erfasst ist, um das konkrete Mal} der Verbesserung/Verschlechterung ablesen zu konnen.
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Anmerkungen

- Diese deutschsprachige Version des englischen Beitrags ,,A Suggestion for a Differentiated Presentation and Feedback
Method (DIAM) for the Spatial Orientation Test (SOT)“ wird mit freundlicher Genehmigung durch den Heldermann
Verlag veroffentlicht.

- Die englische Ubersetzung dieses Beitrags ist im ,,Journal for Geometry and Graphics®, 20, 2016, Nr. 1, 127-145 im
Heldermann Verlag erschienen. Besten Dank an Prof. Stachel fiir die freundliche Genehmigung zur Verdffentlichung
der deutschsprachigen Version des Beitrags.
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Wenn sich zwei Kanalrohre begegnen

Fritz Schweiger

Zusammenfassung. Wenn sich zwei Kanalrohre kreuzen oder ein Kanalrohr in ein anderes Rohr einmiindet, so entstehen an der
Miindungsstelle Kurven, die nicht nur interessant aussehen, die aber zum Teil mit einfachen Kenntnissen aus analytischer Geometrie
beschreibbar sind. Da die analytische Geometrie an unseren Schulen derzeit nicht sehr vertreten ist, mdgen die nachstehenden Uber-
legungen etwas schwierig erscheinen, aber vielleicht eignen sie sich zur Vertiefung oder fiir eine schriftliche Arbeit.

Der einfachste Fall

Die beiden Gleichungen
(1)) x? +z? =R?
(Il) y? + z? = R?

beschreiben (idealisiert: beliebig lange) zylindrische Rohre, die im rechten Winkel aufeinander treffen. Die erste Glei-
chung gehdrt zu einem Kanalrohr mit der y-Achse als Rohrachse und Radius R, die zweite zu einem anderen mit der X-
Achse als Rohrachse. Bildet man die Summe beider Gleichungen, so erhilt man

(1) x2 + y? + 222 = 2R?

Die gesuchte Kurve liegt auf einem Ellipsoid, aber das ist nicht so wichtig, und die Differenz ist interessanter:

(V) y2 —x2 =0

Abb. 1: Zwei Kanalrohre mit gleichem Radius und sich schneidenden Achsen (Winkel zwischen den Achsen: 90°)
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Dies kann als Projektion der Kurve in die Xy-Ebene angesehen werden. Es ist das Geradenpaar

y—x=0

y+x=0.

Abb. 2: Projektion der Schnittkurve in die xy-Ebene

Wir betrachten zunédchst y — x = 0. Die Vektoren (0, 0, 1) und (?,g, 0) liegen in dieser Ebene. Ein Punkt dieser
Ebene hat die Gestalt (4 ‘/Z—E, A g, W). Setzt man dies in die Gleichung (III;) ein, so erhalten wir

A2+ 2u* = 2R?
Die Schnittkurve, die iiber der Spur y-x=0 liegt, ist eine Ellipse mit den Halbachsen a = V2R, b = R.

Ahnlich erhalten wir fiir y+x = 0 mit der Wahl der Vektoren (0, 0, 1) und (g, — g, 0) eine Ellipse mit derselben

Gleichung in A und .

Wir verindern den Winkel

Da die Rohre nicht unbedingt im rechten Winkel aufeinanderstofen miissen, verwenden wir die Drehung um die z-

Achse mit der Matrix
cosa —sina 0
sina cosa O]
0 0 1

Um die Gleichung des ersten, nun schrig liegenden Rohres zu erhalten, verwenden wir die inverse Matrix

cosa sina 0
—sina cosa 0.
0 0 1
Dies bedeutet, dass wir X durch x cos & + y sin a ersetzen. Somit erhalten wir die Gleichung

() (x cosa + ysina)? + z% = R2.
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Abb. 3: Zwei Kanalrohre mit gleichem Radius und sich schneidenden Achsen (Winkel zwischen den Achsen: 45°)

Zur Kontrolle: Ist @ = 0, so erhalten wir Gleichung (I;). Die Achse dieses Rohres hat die Gleichung
xcosa +ysina = 0.
Die Differenz von (Iz) und (IT) ist sodann
(IV2) y? — (xcosa + ysina)? = 0.
Mit etwas Geschick kann man dies als Produkt
(y—xcosa—ysina)(y + xcosa +ysina) =0

darstellen. Die Projektion der Schnittkurve ist wieder ein Paar von Geraden, die Winkelsymmetralen der Achsen. In

einem Fall wihlen wir die Vektoren (0, 0, 1) und (

1-sina cosa
V2-2sina’v2-2sina’
Ebene y — x cosa — ysina = 0. Ein Punkt in dieser Ebene ist etwa

0) als orthonormales Koordinatensystem in der

( 1—-sina cosa )
V2=2sina V2 -=2sina e
Da er auf dem Ellipsoid

(IIIy) (x cos a + y sin a)? + y? + 2z = 2R?

liegt, erhalten wir die Gleichung

(cos a)?
—— 2%+ 2% = 2R
1—sina au
Dies ist eine Ellipse mit den Halbachsen
V2 —2sina
a= —R,b=R.
cosa

1+sina cosa
V2+2sina’ +2+2sina’

Der zweite Fall ergibt eine andere Ellipse! Wir wihlen die Vektoren (0, 0, 1) und ( 0). Ein Punkt

der zugehorigen Ebene ist

( 1+ sina 1 cosa 1 )
V2+2sina V2 +2sina is

Setzen wir diesen Punkt in die Gleichung des Ellipsoids ein, erhalten wir

2
cosa
( ) /12-|—2/,12=2R2
1+ sina
Diese Ellipse hat die Halbachsen
V2 + 2sina
a= —R,b = R
cosa
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Kleine und grofie Rohre

Bei Kanalrohren sind die Radien nicht immer gleich grof3. Wir betrachten zuerst den Fall des orthogonalen Zusammen-
treffens, also

(13) xz '|'Z2 = r?
(I) y?+ 22 =R?

mit0<r<R.

Abb. 4: Zwei Kanalrohre mit ungleichem Radius und sich schneidenden Achsen (Winkel zwischen den Achsen: 90°)

Dann ist die Spur
y2 —x% = R? — 2
eine Hyperbel.
Aus (I3) leiten wir her
X =1cos@,z =rsin@.
Dabei gilt —m < ¢ < . Weiters setzen wir
y =Rcosy ,z=Rsiny.
Entscheidend ist die Gleichung
rsing = Rsiny.
Daraus ist ersichtlich, dass die Projektion der Kurve auf die yz-Ebene aus Kreisbogen besteht mit
Yo<syP<y,.
bzw.
T—Y, <PY<m—P_.
Dabei gilt fiir ¢ = — g die Beziehung —r = R siny_ und fiir ¢ = g die Beziehung r = Rsiny,.
Die obige Gleichung gestattet eine einfache Konstruktion der Koordinaten der Punkte P = (x,y,z) der Schnittkurve
anhand der folgenden Skizze, wenn man die Lingen r und R und den Winkel & kennt:

OA=0P,=7,0B =0P,=R,.P,0A = ¢, .P,0B =
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FiP; =rsing = P,F, = Rsiny, OF, =rcos@,0F, = Rcosy

P P

1 2

¢ W

F A F.B

2

Abb. 5: Konstruktion der Koordinaten des Punktes P

Wenn man die Radien r und R, und weiters den Winkel ¢ gezeichnet hat, kann man daher
X=1cose ,Z=rsing =Rsiny,y = Rcosy
ablesen! In der nachstehenden Abbildung wird dies rdumlich dargestellt. Man beachte dazu
P=(xy2),P=(x,2),P, = (y,2)
F=(y0),F=x0),F=(0.

Abb. 7: Konstruktion eines Punktes der Schnittkurve (oben: Uberblicksdarstellung; unten: Detailansicht der Konstruktion)
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Die Schnittkurve ist nun eine ,,echte” Raumkurve, d. h. fiir 0 <r <R ist sie keine ebene Kurve. Eine analytische Untersu-
chung ist mit Methoden der Differentialgeometrie moglich, aber dies iibersteigt die in der Schule vermittelten Kenntnis-
se. Ein Hinweis soll aber gegeben werden. Wir projizieren die Kurve zentral vom Punkt (0, 0, R) aus auf die xy-Ebene.
Der Projektionsstrahl durch einen Punkt (X, Y, z) ist die Gerade

X,Y,Z) = Ax,Ay,A(z—R) + R).
Die Gleichung Z = 0 fiihrt auf A = % und somit auf den Bildpunkt

Rx Ry
R—z'R—z

Em = (

).
Da die Gleichungen x2 + z2 = r? und y? + z? = R? gelten sollen, errechnet man

Rx Ry >_( Rx RVR? —r? +x2>
R—\/rz—xz'R—\/Rz—y2 R—Vrz—xz R—-Vrz—x2 )~

(fl 7]) = (

Dies ergibt

Setzt man dies in die Beziehung

ein, so errechnet man
1 RVR? — 2
R\/le _ Scz _ \/TZT]Z—RZfZ

Eine etwas langere Rechnung ergibt als Gleichung der projizierten Kurve

(R? —1r2)n* + 4R*E%2 — 2R?2(R* + r)n®> + R*(R* —1?) = 0.
i riohti B 2 _,2 2 _ .2 _ ’ﬂ
Haben wir richtig gerechnet? Da die Bildpunkte von (0,/R? —r2,r) und (0,/R? —1?%,—r) durch (0,R R_r) bzw.

(O,R %) gegeben sind, kann man durch Einsetzen eine gewisse Kontrolle haben. Noch bequemer ist es, etwa den

Fixpunkt der Projektion (r, R, 0) zu wéhlen. Die projizierte Kurve ist eine Kurve vierter Ordnung. Sie ist beschrinkt und
besteht aus zwei Teilen.

Ausblick
Man kann die Gleichung
fEm =R —rn* +4R*E2 = 2RP(R* + r*)n* + R*(R2 —r? = 0

noch néher betrachten. Ist etwa I' = {(&,1): f(§,17) = 0} die dadurch dargestellte Kurve, so ist leicht erkennbar, dass
mit (&,7n) € I' auch die Punkte (—¢,7), (—¢,—n) und (¢, —n) auf der Kurve liegen. Die Gleichung ¢ = 0 fiihrt auf

die vier Punkte
R+1r R-r1 R+1r R-r1
(O,R /E)' (O,R /m), (0,-R /E),(O,—R )

Die Gleichung n = 0 gestattet keine reelle Losung.
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Leider werden in der Schule Funktionen in mehreren Verdnderlichen kaum betrachtet, obwohl sie oft auftreten (z. B. in
der Flachenformel eines Rechtecks A = ab oder bei der Idealen Gasgleichung pV = RT). Man konnte die partiellen
Ableitungen ausrechnen

of f

d
-z Em =8R*,  —(&n) =4R* —r)n® —4R*(R* + ).
¢ an
Fiir den ,,runden® Verlauf der Kurve ist die Frage nach den Punkten mit der Bedingung
of
— , =0
2t &
oder
of
—_ , =0
an & m
interessant. Die erste Gleichung fiihrt auf & = 0. Die zweite Gleichung auf
, R*(R*+71?)
T R2_y2
Im ersten Quadranten ergibt dies den Punkt
Rr  RVR?+r?

(\/Rz—rz' VRZ2—r2 )

Abb. 8: Zwei Kanalrohre mit ungleichem Radius und sich schneidenden Achsen (Winkel zwischen den Achsen: 60°)

Man kann nun auch Kanalrohre mit verschiedenen Radien in beliebigem Winkel aufeinander treffen lassen. Die fiihrt
auf die Gleichungen

(L) (xcosa +ysina)? +z2 =12
() y?+z%2=R?

Die Spur der Schnittkurve ist eine Hyperbel mit den Asymptoten

cosa

Y= T sina”
und
cosa
Y= T T4sina™
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Diese Geraden stehen aufeinander senkrecht, da sie die Winkelsymmetralen der Rohrachsen sind. Man kann auch die
Beziehungen

Rcosy =y,rsing = Rsiny = z,
rcos@ =xcosa+ysina,xcosa =rcos@p —Rcosypsina
verwenden, um die Punkte der Schnittkurve zu konstruieren, aber notwendig erscheint dies nicht.

Eine andere Variation liegt vor, wenn sich die beiden Rohrachsen nicht schneiden. Zur Vereinfachung nehmen wir an,
dass beide Rohre zueinander orthogonal sind und den gleichen Radius haben, aber die Rohrachse des ersten Rohres um
die Grofle -h tiefer liegt. Sinnvoll ist natiirlich 0 < A < 2R. Dann haben wir die Gleichungen

(Is) x> + (z+ h)2 = R?
(1) y? + 22 = R?
zu betrachten.

Man findet fiir die vom Punkt (0, 0, R) aus projizierte Kurve dhnlich wie zuvor

£ = Rx _ Rx
" R-z R+h-VRZ—x2
Ry Ry

an—zzR_ RZ—y2

Abb. 9: Grundriss zweier Kanalrohre mit ungleichem Radius und sich schneidenden Achsen (Winkel zwischen den Achsen: 60°)

Daraus kann man X und y als Funktionen von & bzw. m berechnen.

Da

= vw
< IR

gilt, erhalten wir mit einiger Rechenarbeit zunéchst

1 ((R 4+ h) +/R* — 262Rh — £2h%)(R? + n?)
B 2R2(R? + §2)
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bzw.

2R%*(R? + &%) — R(R + h)(R* + n?) = /R* — 2§2Rh — §2h%)(R? + n?).
Da erfreulicherweise
R?(R + h)?2 — (R* — 28?Rh — £%h?) = (R? + §%)(2Rh + h?)
gilt, kann man die obige Gleichung quadrieren, aber dann durch R? + ¢2 dividieren. Dies ergibt letztlich
die Gleichung
(2Rh + h¥)n* + (2R%*h? — 4R*)n? + 4R*E% + R*h? — 2R5h = 0.
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